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1.Wykazać nierówności :
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f(x)=
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albo tworzę funkcję pomocniczą i liczę jej pochodną, sprawdzam dla jakich x pochodna jest >0 i dal jakich x pochodna jest ciągła, potem z twierdzenia Lagrange’a  f(x)> f(0)  gdzie f(0)=0 

czyli funkcja pomocnicza jest >0

Ad.II   

f(x)=ln (1+x)                                                                                             f(0) =0
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f(x)=
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2.Zapisać wzór Maclaurina dla dowolnego n dla funkcji 

a) f(x)=cosx

f(x)=cosx                     f(0) = 1

f’(x) = -sinx                 f’(0) = 0

f’’(x) = -cosx               f’’(0) = -1

f’’’(x) = sinx                f’’’(0) = 0

f’’’’ (x) = cosx             f’’’’(0) = 1                                    
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f(x) = 
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b) f(x) = 
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3.Uporządkować wielomian 
[image: image29.wmf]5

3

2

2

3

+

+

-

x

x

x

 według potęg dwumianu (x-2) korzystając ze wzoru Taylora

f(x) =
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]
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4. Sprawdzić czy 
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 są ciągłe w (0,0) jeśli:

f(x,y) = 
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5. Sprawdzić twierdzenie Schwartza dla funkcji

f(x,y) =
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pochodne są ciągłe     pochodna 
[image: image56.wmf]C

2

Î



[image: image57.wmf])

,

(

)

,

(

2

,

y

x

y

x

f

f

yx

xy

R

y

x

=

Ù

Î

    spełniona jest teza twierdzenia Schwartza    (pochodne są sobie równe)

pochodne w (0,0) sa różne więc nie są ciągłe (zad 8)

Z4

1. Całkując przez części obliczyć:

a.
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2. Całkując przez podstawienie obliczyć:
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3.Obliczyć całki nieoznaczone:
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Odpowiedzi:

1.Całkując przez części obliczyć:

a.  x(arcsin2x)2+4
[image: image67.wmf]2
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b.  x(lnx)2 – 2xlnx + 2x + C     (Krysicki str.302)

c.  0,5 ( 
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2. Całkując przez podstawienie obliczyć:

a.  –2 (
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Kolokwium 1

1.Oblicz F’(x), jeżeli F(x) = 
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2.Oblicz 
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3.Zbadać ciągłość funkcji f(x,y) w P(0,0), jeżeli f(x,y)=x2y/(x4+y2) dla (x,y)( (0,0) i f(x,y)=0 dla (x,y)= (0,0)

Odp.

1. 3xcosx  2. 0

1.Zbadaj ciągłość funkcji oraz wyznacz fx(x,y), jeżeli f(x,y)=x3y/(x6+y2) dla (x,y)( (0,0) i f(x,y)=0 dla (x,y)= (0,0)

2.Policz całki

a.
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3.Wyznacz granicę   
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2.Sprawdź ciągłość w 0 fx, jeżeli f(x,y) = 
[image: image79.wmf]4
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3.Oblicz 
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1.Podaj największą i najmniejszą wartość funckji f(x) = 
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3. Ekstrema funkcji f(x,y) = 3x2y2 - 2x3 –2y3
1.Zbadaj, czy funkcja f(x) = 
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2.Oblicz pochodne cząstkowe 1 rzędu w (0,0), oblicz wszystkie pochodne 2 rzędu w (0.0) i sprawdź, czy fx i fy są ciągłe, jeżeli f(x,y)=
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Wykład (11.04.2000) (niepełny)

Niech D(Rk będzie obszarem, P0(D i f:D(R

Gradientem funkcji f w punkcie P0 nazywamy wektor pochodnych cząstkowych I rzędu funkcji f w P0 i piszemy (grad f)(P0) = [
[image: image85.wmf])

(

),...,

(

0

0

1

P

f

P

f

k

x

x

]

Przykład

dla k=2 (grad f)(x0,y0)=[fx(x0,y0),fy(x0,y0)]

P0=(x0,y0)

Interpretacja geometryczna

Niech f(x,y)=x+y w R2
(grad f)(x,y)=[1,1] – wektor prostopadły do krawędzi przecięcia płaszczyzny o równaniu z=x+y z płaszczyzną układu współrzędnych OXY.

Gradient funkcji f w P0 jest kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji.

Polem wektorowym 
[image: image86.wmf]a

=[a1,…,ak] w obszarze D nazywamy przyporządkowanie każdemu punktowi P(D jednego wektora [a1(P),…,ak(P)], gdzie dla i=1,…,k funkcja ai:D(R. Mówimy, że pole wektorowe
[image: image87.wmf]a

jest ciągłe (klasy Cn) w obszarze D, jeśli a1,…,ak są ciągłe (klasy Cn) w D.

Przykład pola wektorowego ciągłego

Przyporządkowanie każdemu punktowi dziedziny funkcji klasy C1 gradientu tej funkcji w każdym punkcie dziedziny.

Niech funkcja f:D(R, D(Rk i niech gi:((;() (R dla i=1,…,k będą takie, że dla każdego t(((;() punkt o współrzędnych (g1(t),…,gk(t)) (D.

Jeżeli funkcja jest różniczkowalna (klasy Cn) i funkcje g1,…,gk są różniczkowalne (klasy Cn), to funkcja

Wykład (niepełny)

Współrzędne cylindryczne (walcowe) w R3
r, (, h – współrzędne cylindryczne w R3
r(<0; ()

(((0; 2()

h(R

x=r cos( ( y=r sin( ( r=
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Funkcje uwikłane

x2 + y2 = 1

P1 = (
[image: image91.wmf]2
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P2 = (0,1)

y = 
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P3 = (1,0) spełnia równanie, ale nie ma funkcji y=f(x) takiej, że f(1)=0

Mówimy, że funkcja f:X(R, gdzie x(R, jest funkcją uwikłaną równania F(x,y)=0, jeżeli dla każdego x(X mamy F(x,f(x))=0

Twierdzenie o istnieniu jednoznaczności

Jeżeli F:D(R jest klasy C1 i punkt P0=(x0,y0)(D spełniają warunki:

1. F(x0,y0)=0

2. Fy(x0,y0)(0

to w pewnym otoczeniu (x0-(,x0+() istnieje dokładnie jedna funkcja uwikłana f:(x0-(,x0+()(R o równaniu F(x,y)=0 taka, że f(x0)=y0.

Ponadto, jeżeli F jest klasy Cn, to funkcja jest klasy Cn.

Pochodna funkcji uwikłanej wyraża się wzorem f’(x)=
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F(x,f(x))=0
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Wykład (18.04.2000)

Równania różniczkowe zwyczajne

Dana jest f:X(R. Znaleźć funkcję (:X(R taką, że (’(x)=f(x) dla x ( X oznaczało wyznaczenie funkcji pierwotnej f w X.

W teorii równań różniczkowych mamy do rozwiązania równanie y’ = f(x). Można je zapisać w postaci y’ – f(x) = 0 lub ogólnie F (x,y,y’) = 0, gdy F (x,y,y’) = y’ – f(x). Ta postać nazywa się postacią ogólną, a y’ = f(x) postacią normalną. Jest to równanie I rzędu, bo pochodna najwyższego rzędu w tym równaniu to y’.

y = y(x) spełniająca równanie różniczkowe będzie się nazywać całką szczególną równania różniczkowego, a zbiór wszystkich całek szczególnych będziemy nazywać całką ogólną równania różniczkowego. Czasem dla wartości x0, y0 danych z góry będziemy poszukiwać całki szczególnej równania różniczkowego takiej, że y0 = y(x0) (warunek początkowy), a problem znalezienia takiej całki szczególnej nazywa się zagadnieniem Cauchy’ego.

Równaniem różniczkowym n–tego rzędu nazywamy równanie postaci F(x,y,y’,…,y(n)) = 0, gdzie F jest ciągła w D ( Rn+2, x jest zmienną niezależną, y jest szukaną funkcją i w równaniu występuje y(n) i nie występuje y(m) dla m > n.

Mówimy, że równanie różniczkowe F(x,y,y’,…,y(n)) = 0 jest w postaci ogólnej.

Mówimy, że równanie różniczkowe F(x,y,y’,…,y(n)) = 0 jest w postaci normalnej, jeśli y(n) = f(x,y,y’,…,y(n-1)), gdzie f:((R jest ciągła w ( ( Rn+1.

Całką szczególną (CS) równania różniczkowego F(x,y,y’,…,y(n)) = 0 nazywamy dowolną funkcję y:X(R taką, że dla x ( X F(x,y(x),…,y(n)(x)) = 0, a wykres CS nazywamy krzywą całkową równania różniczkowego F(x,y,y’,…,y(n)) = 0.

Całką ogólną (CO) równania różniczkowego F(x,y,y’,…,y(n)) = 0 lub rozwiązaniem ogólnym nazywamy zbiór wszystkich całek szczególnych równania różniczkowego F(x,y,y’,…,y(n)) = 0, a zbiór ich wykresów nazywamy n-parametryczną rodziną krzywych całkowych.

Zagadnienie Cauchy’ego polega na wyznaczeniu dla ustalonych z góry wartości xo,y0,y1,…,yn-1 ( R całki szczególnej y:X(R takiej, że spełnione są równości y(x0)=y0, y(x1)=y1, …, y(xn-1)=yn-1 zwane warunkami początkowymi.

Przykład

y’ – y = 0
F(y,y’) = y’ – y

y’ = y – postać normalna

rozwiązania: y0 = 0
y1 = ex
CO
y = Cex

przy podanych x0 i y0

y0 = y(x0) – warunek początkowy

y0 = C
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Równania różniczkowe o zmiennych rozdzielonych

y’ = 
[image: image100.wmf])
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gdzie f:X(R, g:Y(R są ciągłe i g(y)(0
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Niech F będzie funkcją pierwotną f w X i niech funkcja pierwotna G funkcji g w Y będzie bijekcją. Wówczas G(y) = F(x) + C. Stąd CO y = G-1(F(x) + C)

Warunki początkowe y0 = y(x0)

G(y0) = F(x0) + C ( C = G(y0) – F(x0)

CS
y = G-1[F(x) + G(y0) – F(x0)]

Twierdzenie: jeżeli F jest funkcją pierwotną funkcji f w X i funkcja pierwotna G funkcji g w Y jest bijekcją, to dla ustalonych x0,y0 ( R istnieje dokładnie jedna CS o zmiennych rozdzielonych spełniająca warunki początkowe y(x0) = y0 i jest ona dana wzorem y = G-1[F(x) + G(y0) – F(x0)].

Przykład

1. y’=e-y cos x
y(0)=0
x0=0, y0=0
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C(1

CO
y = ln (sin x + C)

y(0) = 0 ( 0 = ln (sin x + C) ( ln C = 0 ( C = 1

x((-(/2; 3(/2)

2. y’ = -x / y
y(0)=1
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0,5y2 = -0,5x2 + 0,5C

x2 + y2 = C

02 + 1 = C ( C = 1

x2 + y2 = 1
y=
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Równania różniczkowe jednorodne I rzędu y’=f(y/x) gdzie f:U(R jest ciągła w U(R.

Sprowadzimy równanie różniczkowe jednorodne do równania różniczkowego o zmiennych rozdzielonych

u=y/x ( y = ux

(y(x) = u(x) x)

y’ = u’x + u ( y’ = f(u) ( u’x + u = f(u)

1. f(u) = u

u’x = 0 ( u’ = 0 ( u = C

y = Cx

2. f(u) ( u

u’ = (f(u) – u)/x

Przykład

y’ = (x+y)/x
u(1)=1

y’ = 1 + y/x
f(u) = 1 +u

u=y/x ( y = ux ( y’ = u’x + u

u’x + u = 1 + u
u’=1/x ( u = ln(x(+C

CO
y = x(ln(x(+C)

1=1(ln(1(+C) ( C=1
y=x(lnx+1)

Równania różniczkowe jednorodne I rzędu y’=f(ax+by+c) gdzie f:U(R jest ciągła w U(R i a,b,c(R

u=ax+by+c ( u’ = a+by’ ( u’ = a+bf(u)=A(x)/B(u)

y’=f(u)

Przykład

y’ = (x+y+3)2
y(0)=-2

u=x+y+3
u’=1+y’

u’=1+u2 ( du/dx = 1 + u2 ( 
[image: image108.wmf]ò
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arctg u = x + C ( u = tg (x+C)

CO
y = tg (x+C)-x-3

-2=tg C – 0 – 3

tg C = 1 ( C = (/4

CS
y = tg (x+ (/4) – x – 3

Wykład (27.04.2000)

Równania różniczkowe liniowe I rzędu

y’ + p(x)y = f(x), gdzie p:X(R; f:X(R

Jeżeli funkcje p, f są ciągłe, x0(X, y0(R, to istnieje dokładnie jedna funkcja y=y(x) będąca całką szczególną równania liniowego I rzędu spełniająca warunek początkowy y(x0)=y0. Wyznaczymy całkę ogólną równania liniowego I rzędu.

1. Rozpatrzmy równanie liniowe jednorodne

RJ
y’ + p(x)y = 0

dy/dx=-p(x)y

Mówimy, że y=0 jest całką szczególną RJ,

Oznaczmy przez P funkcję pierwotną funkcji p w X, tzn. P’(x)=p(x) w X.

dy/y=-p(x) ( 
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CORJ
y=Ce-P(x)

2. Niech teraz f będzie różne od stałej f=0

RN
y’ + p(x)y=f(x)

Metoda uzmienniania stałej

Poszukujemy rozwiązania RN w postaci y=C(x)e-P(x)
y’ = C’(x)e-P(x) + C(x)e-P(x)(-P’(x))= C’(x)e-P(x) - C(x)e-P(x)P’(x)

RN
C’(x)e-P(x) – C(x)p(x)e-P(x) + p(x)C(x)e-P(x) = f(x)

C’(x) = f(x)eP(x) ( C(x) = 
[image: image114.wmf]ò

dx

e

x

f

x

P

)

(

)

(


Weźmy jedną funkcję pierwotną funkcji f(x)eP(x). Wówczas

CSRN
y = e-P(x) 
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CORN jest sumą CORJ i CSRN, tzn. CORN
y=Ce-F(x)+ e-P(x) 
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Przykład

y’ + y tgx = cosx
y(0)=2

RJ
y’ + y tgx = 0 ( 
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ln(y(=
[image: image118.wmf]ò
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x

x

cos
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( ln(y(= ln(cosx(+C0
ln(y(= ln(cosx(+ln C1 gdzie C0 = ln C1
(y(=C1(cosx(( y = C cosx
C(R

CORJ
y=C cosx

MUS
y=C(x) cosx0 ( y’ = C’(x) cosx + C(x)(-sinx)

C’(x) cosx – C(x) sinx + C(x) cosx tgx = cosx

C’(x) = 1 ( C(x)=x

CSRN
y=xcosx

CORN
y= Ccosx + xcosx = (C+x)cosx

y(0)=2

2=(C+0)cos0=C

Rozwiązanie
y=(x+2)cosx

Wykład (4.05.2000)

Równania różniczkowe liniowe o stałych współczynnikach

p(x)=const
y’ + py = f(x)

Przykład

Wyznaczyć CO y’ – y = ex

1. RJ
y’ – y = 0

dy/dx = y

dy/y = dx


[image: image119.wmf]ò
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ln |y| = x + C0
|y| = 
[image: image120.wmf]0
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y=Cex
C(R

2. RN
y’ – y = ex
MUS: y = C(x)ex
y’ = C’(x)ex + C(x)ex
C’(x)ex + C(x)ex – y = ex

C’(x)ex + C(x)ex – C(x)ex = ex

C’(x)ex = ex
C’(x) = 1

C(x) = x

CSRN: y = xex
CORN: y = Cex + xex
Przykład

Wyznaczyć CO y’ – 2y = x2 + cos2x + e3x

1. RJ:
y’ – 2y = 0

dy/dx = 2y
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ln|y| = 2x + C0
CORN:
y = Ce2x
2. Metoda przewidywań

Podane równanie można potraktować jako trzy niezależne równania:

I. y’ – 2y = x2
II. y’ – 2y = cos2x

III. y’ – 2y = e3x
I. y = Ax2 + Bx + C

y’ = 2Ax + B

2Ax + B – 2(Ax2 + Bx + C) = x2
2Ax + B – 2Ax2 – 2Bx – 2C = x2
-2Ax2 + 2x(A – B) + B – 2C = x2
-2A = 1 ( A – B = 0 ( B – 2C = 0

A = -1/2 ( B = -1/2 ( C = -1/4

CSRI: yI = -1/2x2 – 1/2x – 1/4

II. y = Dcos2x + Esin2x

y’ = -2Dsin2x + 2Ecos2x

-2Dsin2x + 2Ecos2x – 2Dcos2x –2Esin2x = cos2x

(-2D – 2E)sin2x + (2E – 2D)cos2x = cos2x

-2D – 2E =0 ( 2E – 2D = 1

E = 1/4 ( D =-1/4

CSRII: yII =1/4sin2x – 1/4cos2x

III. y = Fe3x
y’ = 3Fe3x
3Fe3x – 2Fe3x = e3x
Fe3x = e3x
F = 1

CSRIII: yIII = e3x
CORN: y = Ce2x – 1/2x2 – 1/2x – ¼ + 1/4sin2x –1/4cos2x + e3x
Równania różniczkowe II rzędu o stałych współczynnikach

y’’ + py’ + qy = f(x)

p,q(R

f:x(R jest ciągła

1. RJ: y’’ + py’ + qy = 0

Zauważmy, że y = 0 jest CSRJ

Poszukujemy rozwiązania postaci y = erx
y’ = rerx
y’’ = r2erx
r2erx + prerx + qerx = 0

stąd równanie charakterystyczne

r2 + pr + q = 0

(= p2 – 4q

I. (> 0

Wówczas istnieją liczby r1 i r2 (R takie, że r1(r2
CS
y1 =
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II. ( = 0

Wówczas r0 (R jest podwójnym pierwiastkiem równania charakterystycznego

CS
y1 =
[image: image124.wmf]x
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y2 = x
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(q=p2/4; r0=-p/2)

III. ( < 0

Wówczas istnieją r1 i r2 (C takie, że r1 = ( + (j
r2 = ( - (j dla ((0

CS y1 = e(xcos(x

y2 = e(xsin(x

Wrońskianem pary całek szczególnych y1, y2 równania różniczkowego liniowego II rzędu o stałych współczynnikach nazywamy wyznacznik w(x) = 
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Układem podstawowym całek (UPC) równania różniczkowego liniowego II rzędu o stałych współczynnikach nazywamy parę całek szczególnych y1, y2 tego równania różniczkowego, jeżeli ich Wrońskian jest różny od 0.

Jeżeli y1, y2 są układem podstawowym całek równania różniczkowego liniowego II rzędu o stałych współczynnikach, to CORJ ma postać y = C1y1(x) + C2y2(x)

Wykład (09.05.2000)

c.d. z poprzedniego

I. (> 0

Wówczas istnieją liczby r1 i r2 (R takie, że r1(r2
CS
y1 =
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y’1 = r1
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y’2 = r2
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w(x) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image133.wmf]x
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II. ( = 0

Wówczas r0 (R jest podwójnym pierwiastkiem równania charakterystycznego

CS
y1 =
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y2 = x
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(q=p2/4; r0=-p/2)

y’1 = r0
[image: image136.wmf]x

r

e

0


y’2 = 
[image: image137.wmf]x

r

e

0

+ xr0
[image: image138.wmf]x

r

e

0


w(x) = 
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CORJ
y = C1
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III. ( < 0

Wówczas istnieją r1 i r2 (C takie, że r1 = ( + (j
r2 = ( - (j dla ((0

CS 
y1 = e(x cos(x

y2 = e(xsin(x

y’1 = ( e(xcos(x - ( e(x sin(x

y’2 = ( e(xsin(x + ( e(x cos(x

w(x) = ( e2(x ( 0

CORJ
y = C1 e(xcos(x + C2e(x sin(x

Przykład

y’’ + y’ – 6y = 0

y(0) = 3

y’(0) = 1

równanie charakterystyczne
r2 + r – 6 = 0

( = 25 > 0

r1 = -3
r2 = 2

CORJ:
y = C1e-3x + C2e2x
y’ = -3C1e-3x + 2C2e2x
z warunków początkowych: C1 + C2 = 3 i –3C1 + 2C2 = 1

Stąd C1 = 1 i C2 = 2

CS
y = e-3x + 2e2x
RN
y’’ + py’ + qy = f(x)

f ( 0, p,q(R

Metoda uzmienniania stałych (MUSS)

y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x)

Układ równań:
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CORN
y = C1y1 + C2y2 + C1(x)y1 + C2(x)y2
Przykład

1) y’’ – 2y’ + y = ex/x

RJ
y’’ – 2y’ + y = 0

równanie charakterystyczne
r2 – 2r + 1 = 0

( = 0
r0=1

CORJ
y=C1ex + C2xex
MUSS
y=C1(x)ex + C2(x)xex
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w(x) = e2x
C’1(x) = 
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y = C1ex + C2xex + (-x)ex + xexln|x|

y = ex [C1 + C3x + xln|x|]
C3 = C2 – 1

2) y’’ + 4y = 1/cos2x

RJ
y’’ + 4y = 0

równanie charakterystyczne r2 + 4y = 0

( < 0

r1 = 2j

r2 = -2j

(=0

(=2

y = C1cos2x + C2sin2x

MUSS
y = C1(x)cos2x + C2(x)sin2x

Układ równań
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w(x) = 2

C’1(x) = 0,5
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CORN
y = C1cos2x + C2sin2x + (cos2x ln|cos2x|)/4 + (xsin2x)/2

Równania liniowe n-tego rzędu o stałych współczynnikach

y(n) + p1y(n-1)+…+pn-1y’+pny = f(x)

f:x(R jest ciągła, p1, p2, …, pn(R

RJ

y(x) + p1y(n-1)+…+pn-1y’+pny = 0

rn + p1rn-1+…+pn-1r + pn = 0

1) v1,…,vk(R

vi ( vj dla i ( j są pierwiastkami charakterystycznymi równania

CS
y1 =
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2) r1,…,rk = r0(R

r0 jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego

CS
y1 =
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3) r1,…,r2k ( C

ri ( rj dla i ( j
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4) r1 = … = rk = r0 (C

r0 = (0+(0j
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Twierdzenie: Jeżeli y1* jest CS równania y(n) + p1y(n-1)+…+pn-1y’+pny = f1(x) i y2* jest CS równania y(n) + p1y(n-1)+…+pn-1y’+pny = f2(x), to y1* + y2* jest CS równania y(n) + p1y(n-1)+…+pn-1y’+pny = f1(x) + f2(x)

RN
y(n) + p1y(n-1)+…+pn-1y’+pny = f(x)   f(0

Metoda przewidywań (MP)

Twierdzenie: Jeżeli r = 0 nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego oraz f(x) = wn(x), to CSRN przewidujemy w postaci y =
[image: image158.wmf])
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; jeżeli r = 0 jest pierwiastkiem k-krotnym równania charakterystycznego, to CSRN przewidujemy w postaci y = xk
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Przykład

1. y’’ – y = x2
RJ
y’’ – y = 0

równanie charakterystyczne r2 – 1 = 0
( > 0

r1 = -1
r2 = 1

CORJ
y = C1e-x + C2ex
MP
y = Ax2 + Bx + D

y’’ = 2A

2A – (Ax2 + Bx + D) = x2
-Ax2 – Bx + 2A – D = x2
-A = 1 ( B = 0 ( D = -2

CSRN
y = -x2 - 2

2. y’’ – y’ = x2 – 3

RJ
y’’ – y’ = 0

równanie charakterystyczne r2 – r = 0 
( > 0

r1 = 0 
r2 = 1

CORJ
y = C1 + C2ex
MP
y = x (Ax2 + B + D)

y’ = 3Ax2 + 2Bx + D

y’’ = 6Ax + 2B

A = -1/3 ( B = -1 ( D = 1

CSRN
y = -1/3x3 – x2 + x

CORN
CSRN + CORJ = C1 + C2ex – 1/3x3 – x2 + x

Wykład (11.05.2000) 

Niech f(x) = wn (x) e(x. Jeżeli ( nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, to CSRJ przewidujemy w postaci y =
[image: image160.wmf])
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 e(x; Jeżeli ( jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego, to CSRJ przewidujemy w postaci y = xk
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Przykład

y’’ + 4y = 8xe-2x
RJ
y’’ + 4y = 0

równanie charakterystyczne
r2 + 4 = 0

r1 = 2j
r2 = -2j

MP
y = (Ax + B)e-2x
[f(x)g(x)]’’ = (f’’p + 2f’q’ + fq’’)(x)

y’’ = 0 e-2x + 2A(-2) e-2x + (Ax+B)(-2)2 e-2x = (4Ax + 4B – 4A) e-2x
(4Ax + 4B – 4A) e-2x + 4(Ax + B) e-2x = 8x e-2x
8Ax + 8B – 4A = 8x

A=1 ( B = ½

CSRN
y = (x+1/2) e-2x
CORN
y = C1 cos 2x + C2 sin2x + (x+1/2) e-2x
Przykład

y’’ – 4y = 8xe-2x
RJ
y’’ - 4y = 0

równanie charakterystyczne
r2 - 4 = 0

r1 = 2
r2 = 2

CORJ
y = C1 e-2x + C2 e-2x
MP
y = x(Ax + B) e-2x
y’’ = 2Ae2x + 2(2Ax+B)2 e2x + (Ax2 + Bx)22 e2x
8Ax + 2A + 4B = 8x

A=1 ( B = -½

CSRN
y = (x2-1/2x) e2x
CORN
y = C1e-2x + (x2-1/2x + C2) e-2x
Twierdzenie: Niech funkcja f(x) = 
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sin(x i niech n = max (n1, n2). Jeżeli (+(j nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, to CSRN przewidujemy w postaci y = Pn(x) e(xcos(x + Qn(x) e(xsin(x. Jeżeli (+(j jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego, to CSRN przewidujemy w postaci y = xk(Pn(x) e(xcos(x + Qn(x) e(xsin(x)

Przykład

y’’ + y’ = -2x cosx

RJ
y’’ + y’ = 0

równanie charakterystyczne
r2 + r = 0

r1 = 0 
r2 = -1

( = 0
( = 1

( + (j = j

CORJ
y = C1 + C2e-x
MP
y = (Ax + B) cos x + (Dx + E) sin x

y’ = Acosx + (Ax + B)(-sinx) + Dsinx + (Dx + E)cosx = (Dx + E + A)cos x + (-Ax – B + D)sinx

y’’ = Dcosx + (Dx + E + A)(-sinx) – Asinx + (-Ax –B +D)cosx

(-Ax – B + 2D)cosx – (Dx + E + 2A)sinx + (Dx + E + A)cosx + (-Ax – B +D)sinx = -2xcosx

-Ax –B + 2D + Dx + E + A = -2x ( -Dx – E – 2A – Ax – B + D = 0

A = 1 ( B = -2  ( D = -1  ( E = -1

CSRN
y = (x-2)cosx + (-x –1)sinx

Przykład

y’’ + y = 2xcosx

( + (j = j

RJ
y’’ + y = 0

równanie charakterystyczne
r2 + 1 = 0

r1 = j 
r2 = -j

CORJ
y = C1cosx + C2sinx

MP
y = x(Ax + B)cosx + x(Dx+E)sinx

Z 10

1) Znaleźć całkę szczególną równania spełniającą podane warunki:

a) y’’ – 4y’ + 3y =0

y(0)=6

y’(0)=10

b) y’’ + 4y’ + 29y = 0
y(0)=10

y’(0)=15

2) Znaleźć całkę ogólną równania

a) y’’ - 2y’ + 2y = 2x

b) y’’ + y = sinx – 2e-x
c) y’’ – 4y’ + 4y = 2e2x
d) y’’ – y’ = -3x2
e) y’’ – 2y’ + y = ex/(x2 + 1)

3) Znaleźć całkę szczególną równania spełniającą podane warunki:

a) y’’ + y = -sin2x
y(()= 1

y’(()=1

b) y’’ – 2y’ + 10y = 10x2 + 18x + 6

y(0)=1

y’(0)=2,2

We wszystkich zadaniach sprawdzić rozwiązania

Odpowiedzi:

1) Znaleźć całkę szczególną równania spełniającą podane warunki:

a) y = 2e3x + 4ex
b) y = 10e-2xcos5x + 7e-2xsin5x

2) Znaleźć całkę ogólną równania

a) y = e2x (x2 + C2x + C1)

b) y = C1ex + C2 + x3 + 3x2 + 6x + 6

3) Znaleźć całkę szczególną równania spełniającą podane warunki:

Wykład 23.05.2000

Szeregi liczbowe

Przykład:

Ciąg geometryczny dla każdego n ( N

an = a qn-1
a ( R
q ( R

Sn = a + aq + … + aqn-1 = 
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Definicja: Niech (an)n(N dla n ( N będzie ciągiem o wyrazach rzeczywistych i niech dla każdego n ( N
Sn = a1 + … + an = 
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Szeregiem liczbowym o wyrazach an(R, n(N nazywamy parę uporządkowaną ((an)n(N,(Sn)n(N) i oznaczamy symbolem 
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